MATEMATICNO-FIZIKALNI PRAKTIKUM
2. naloga: Monte Carlo integracija

Pri integraciji zahtevnejsih funkcij, predvsem pa pri integraciji v ve¢ dimenzijah postanejo
obiCajne integracijske metode zapletene ter pogosto racunsko zelo poCasne. Tu priskocCi na
pomoc statistika. Izhajamo lahko iz izreka o povprecni vrednosti (zapisan v eni dimenziji, velja
v poljubno dimenzijah):
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kjer je w(x) verjetnostna porazdelitev norminirana na intervalu (a, b) in so z; naklju¢no izbrane
vrednosti iz te porazdelitve v intervalu (a, b). Izrek velja to¢no vi limiti ko gre Stevilo meritev
N — oo. Varianca (kvadrat ‘napake’) tako doloenega povprecja je podan s formulo:
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in pada pribliZzno s Stevilom meritev N.

Najlazji primer je izraCun ploScin in volumnov s pomoc¢jo MC integracije. Vzemimo ploskovni
primer: Na kvadratni podlagi s stranico a je lik s povrSino S. Verjetnostna porazdelitev tock naj
bo enakomerna po povrsini kvadrata. Verjetnost, da tocka pade v lik je kar enaka razmerju
plos&in p = S/a?. Funkcija f opisuje ploskev z pogojem f = 1, ¢e je totka v liku in f = 0
drugace. Integral v izreku nam res da:
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kar ustreza binomski napaki pri velikih N kot pri¢akovano.

Pomembno je opazanje, da v primeru, ko obmocje integracije (verjetnostno porazdelitev)
stisnemo na povrSino lika S, postane varianca enaka ni¢ (p=1)! To ugotovitev lahko tudi pos-
ploSimo v primeru integracije poljubnih funkcij. Ce bi radi izratunali integral funkcije g(x) v
intervalu (a, b), uporabimo izrek o povpreéni vrednosti takole:

b b N
[o@yde = [ f@ywi) e =3 ) = ®)

pri ¢emer je f(z) = g(x)/w(x). V idealnem primeru bi si torej lahko izbrali w(x)=g(x), kar bi
dalo f(x)=1 po celem intervalu in potemtakem varianco rezultata enako ni¢. V realnih primerih
pa si lahko izberemo vsaj funkcijo, ki priblizno opisuje g(x). Pristop se imenuje ‘importance
sampling’ (prednostno vzorcenje).



Tocke x; je v tem primeru potrebno generirati po verjetnostni porazdelitvi w(x). Za izracun
algoritma je osnova naslednja formula:
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ki jo je potrebno resiti in iz nje izraziti spremenljivko x. Za nekatere porazdelitve je izracun
preprost, npr w(z) = e~ * nam da kar:

x=—7In(1-p). (7)
Podobno dobimo za vzorcenje Gaussove porazdelitve recept:
e pridobi dve psevdo-nakljucni Stevili py, po,

e spremenljivka x je porazdeljena po Gaussovi porazdelitvi ko:

x = sin(2m p1)y/—21n py

Naloge:

e S pomoc¢jo MC integracije izracunaj plos¢ino kroZnega izseka in volumen stozca ter
opazuj padanje napake s Stevilom izbranih tock. Primerjaj natancnost in hitrost metode z
racunanjem plos¢ine s pomocjo to¢k na enakomerni mreZzi!

e [zraCunaj integral Gaussove porazdelitve s pomocjo trapezne formule in navadne MC in-
tegracije ter (dodatno) prednostnega vzorcenja, pri Cemer parameter srednje vrednosti (1)
za prednostno vzor¢enje spreminjaj od prave vrednosti postopoma dale€ stran. Primerjaj
Case integracij in racunske napake!



